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Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Òåîðåìà 29.1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà a è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà b ñóùåñòâóþò

åäèíñòâåííàÿ ïàðà öåëûõ ÷èñåë q è r òàêèõ, ÷òî a = bq + r è 0 6 r < b.
Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ íåïîëíûì ÷àñòíûì, à öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî r

íàçûâàåòñÿ îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà b.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþ-

áîãî öåëîãî a è íàòóðàëüíîãî b ÷èñëà q è r ñóùåñòâóþò, à ïîòîì òî, ÷òî îíè îïðåäåëÿþòñÿ

åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

1. Ñóùåñòâîâàíèå. Âîçüìåì ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ ñ îòìå÷åííîé íà íåé òî÷êîé 0 � íà-

÷àëîì îòñ÷åòà. Òàêæå îòìåòèì íà íåé ÷èñëî a. Íà÷íåì îòêëàäûâàòü â îáå ñòîðîíû îò

òî÷êè 0 îòðåçêè äëèíû b è îòìå÷àòü èõ êîíöû. Íà ïðÿìîé ïîìèìî a ïîÿâÿòñÿ òî÷êè

. . . ,−3b,−2b,−b, 0, b, 2b, 3b, . . .. Ïîñêîëüêó òî÷êà a íàõîäèòñÿ íà êàêîì-òî êîíêðåòíîì ðàññòî-

ÿíèè îò íà÷àëà îòñ÷åòà, òî â íåêîòîðûé ìîìåíò î÷åðåäíîé îòëîæåííûé îòðåçîê äëèíû b ¾íà-
êðîåò¿ åå. Â èòîãå òî÷êà a ëèáî îêàæåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè qb è (q + 1)b � êîíöàìè î÷åðåäíîãî

îòðåçêà, ëèáî ñîâïàäåò ñ îäíèì èç íèõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ qb. Çíà÷èò ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùåå íåðàâåíñòâî: qb 6 a < (q + 1)b. Óìåíüøàÿ âñå ÷àñòè äàííîãî äâîéíîãî íåðàâåíñòâà íà

qb, ïîëó÷èì 0 6 a− qb < b. Åñëè òåïåðü â ýòîì íåðàâåíñòâå îáîçíà÷èì a− qb = r, òî ïîëó÷èì
0 6 r < b, è a = qb + r.

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, êàê ìîæíî íàéòè ÷èñëà q è r, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òåîðåìû.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äàííàÿ ïàðà ÷èñåë � åäèíñòâåííàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì.

2. Åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîìèìî ïàðû ÷èñåë q è r ñóùåñòâóåò åùå ïàðà ÷èñåë
q′ è r′, îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïåðâîé õîòÿ áû îäíèì èç ÷èñåë q′ èëè r′, ïðè÷åì

a = bq + r, 0 6 r < b,

a = bq′ + r, 0 6 r′ < b.

Òîãäà bq + r = bq′ + r′. Åñëè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå q = q′, òî è r = r′, ÷òî îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå
ïàð ÷èñåë q, r è q′, r′ è ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Ïóñòü q 6= q′. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî q′ > q
(ñëó÷àé q′ < q ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí). Èç ðàâåíñòâà bq+r = bq′ +r′ ïîëó÷àåì r−r′ = b(q′−q).
Ïîñêîëüêó ÷èñëà q è q′ � öåëûå, q′ > q, òî q′ − q > 1, r − r′ > b. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëà r è

r′ � íåîòðèöàòåëüíûå è ìåíüøå b, ïîýòîìó èõ ðàçíîñòü äîëæíà áûòü îáÿçàòåëüíî ìåíüøå b.
Ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé ïàðû ÷èñåë q′, r
íåâåðíî. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Ñêàæåì òåïåðü íåñêîëüêî ñëîâ ïî ïîâîäó ýòîé òåîðåìû. Ñîáñòâåííî äåëèòü ÷èñëà äðóã íà

äðóãà ñ îñòàòêîì ó÷àò åùå â íà÷àëüíîé øêîëå. Îäíàêî äàííàÿ òåîðåìà äàåò íåêîòîðûå íîâûå

ñâåäåíèÿ è âîçìîæíîñòè. Âî-ïåðâûõ, çäåñü ÷åòêî îïðåäåëÿåòñÿ, ÷òî çíà÷èò ðàçäåëèòü îäíî

÷èñëî íà äðóãîå ñ îñòàòêîì, äàåòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íåïîëíîãî ÷àñòíîãî è îñòàòêà. Òàêæå

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîå äåëåíèå ìîæíî ïðîâåñòè âñåãäà, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Íî

áîëåå âàæíûé ôàêò çàìåòåí íå ñðàçó. Â íà÷àëüíîé øêîëå äåëèëèñü ñ îñòàòêîì òîëüêî íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà íà íàòóðàëüíûå. Â òåîðåìå æå ðå÷ü èäåò î äåëåíèè ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà íà

íàòóðàëüíîå. È îòëè÷èå çäåñü îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Ðàçáåðåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 29.1. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà −23 íà 7.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà÷èíàþò ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¾Ïîñêîëüêó îñòàòîê

îò äåëåíèÿ 23 íà 7 ðàâåí 2, à öåëîå ÷àñòíîå 3, ýòî âñåì ÿñíî, òî â ñëó÷àå ÷èñëà −23 ïîëó÷èì

îñòàòîê −2, à öåëîå ÷àñòíîå −3.¿ Íî äàííûé îòâåò íåâåðíûé. Åñëè âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå

îñòàòêà, òî îí äîëæåí áûòü öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, ìåíüøèì 7, ò.å. ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, è ðàâíÿòüñÿ −2 íèêàê íå ìîæåò. Ïîñëå äàííîãî ïîÿñíåíèÿ ñàìûì

ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ îòâåò: ¾Íó òîãäà îñòàòîê áóäåò 2, êàê è â ñëó÷àå ÷èñëà 23.¿ Îäíàêî
îí òîæå îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì.
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Íà÷íåì ðàññóæäàòü èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ. Íàì íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî −23 â âèäå
−23 = 7q + r. Ïîñêîëüêó â ýòîì ðàâåíñòâå r íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, òî 7q íå ìîæåò

áûòü áîëüøå −23 è äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7. Áëèæàéøåå íå ïðåâîñõîäÿùåå −23 ÷èñëî, äåëÿùååñÿ
íà 7, ðàâíî −28. Òîãäà −23 = −28 + 5 = 7 · (−4) + 5, à çíà÷èò îñòàòîê îò äåëåíèÿ −23 íà 7

ðàâåí 5, öåëîå ÷àñòíîå ðàâíî −4.
Îòâåò: 5.

Îñòàòêè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâàìè:

Òåîðåìà 29.2. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà a1 è a2 ïðè äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äàþò

îñòàòêè r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

à) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1 + a2 íà b ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r1 + r2 íà b;
á) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1 − a2 íà b ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r1 − r2 íà b;
â) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1a2 íà b ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r1r2 íà b.
Äîêàæåì êàêîå-íèáóäü îäíî èç óòâåðæäåíèé, íàïðèìåð á).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ ÷èñëà a1 è a2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a1 = bq1 + r1, a2 =
bq2+r2, òîãäà a1−a2 = b(q1−q2)+r1−r2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1−a2 íà

b ðàâåí r, òî a1− a2 = bq + r, è âåðíî íåðàâåíñòâî 0 6 r < b. Çíà÷èò b(q1− q2)+ r1− r2 = bq + r
îòêóäà èìååì: r1 − r2 = bq − b(q1 − q2) + r = bQ + r. Ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå Q �

íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, 0 6 r < b, òî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ r1 − r2 íà b
ðàâåí r � îñòàòêó îò äåëåíèÿ a1 − a2 íà b.

Äàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî îáëåã÷èòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ

íåêîòîðûõ ÷èñëîâûõ âûðàæåíèé.

Ïðèìåð 29.2. Íàéòè îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 59 · 60 · 61− 62 íà 7.

Ïîñêîëüêó îñòàòêè îò äåëåíèÿ ÷èñåë 59, 60, 61 è 62 íà 7 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 3, 4, 5 è 6,

òî èñêîìûé îñòàòîê ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ ÷èñëà 3 · 4 · 5− 6 = 60− 6 = 54 íà 7, ò.å. ðàâåí 5.
Îòâåò: 5.

Äëÿ áîëåå êîðîòêîé çàïèñè ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 29.1. Öåëûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ n, ãäå n � íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî, åñëè a è b äàþò îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà n.
Îáîçíà÷åíèå: a ≡ b (mod n).
Ñ ïîìîùüþ íîâûõ îáîçíà÷åíèé ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

59 · 60 · 61− 62 ≡ 3 · 4 · 5− 6 ≡ 60− 6 ≡ 54 (mod 7).
Îòâåò: 5.

Ñòîèò ñêàçàòü è î òîì, ÷òî çíà÷èò a äåëèòñÿ íà b.
Îïðåäåëåíèå 29.2. Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà b íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì a, åñëè ñóùå-

ñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî q, ÷òî a = bq. Â ýòîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ êðàòíûì b, q � ÷àñòíûì

îò äåëåíèÿ a íà b.
Îáîçíà÷åíèå: b|a, ÷èòàåòñÿ ¾b äåëèò a.¿
Çàìåòüòå, ÷òî îïðåäåëåíèå äåëèìîñòè äàåòñÿ äëÿ öåëûõ ÷èñåë a è b, à â ñëó÷àå äåëåíèÿ ñ

îñòàòêîì îäíî èç ÷èñåë áûëî íàòóðàëüíûì. Åñëè áû â îïðåäåëåíèè äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì ÷èñëî

b ìîãëî ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî íåðàâåíñòâî 0 6 r < b áûëî áû íåâîçìîæíûì.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ b âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 29.3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî b ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà a òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b ðàâåí 0.
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Çàäà÷è

Çàäà÷à 29.1. Íàéäèòå ÷àñòíîå è îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, åñëè
à) a = 387, b = 12;
á) a = 17, b = 31;
â) a = −10, b = 3;

ã) a = −387, b = 12;
ä) a = (n + 1)2, b = n, n � íàòóðàëüíîå;

å) a = n2+2n−1, b = n, n � íàòóðàëüíîå.

Çàäà÷à 29.2. Ïðè äåëåíèè öåëîãî ÷èñëà a íà 67 ïîëó÷èëè ÷àñòíîå 29 è îñòàòîê r. Íàéäèòå
íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå a.
Çàäà÷à 29.3. Öåëîå ÷èñëî a ïðè äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äàåò îñòàòîê r. Êàêîé îñòà-
òîê ïðè äåëåíèè íà b äàåò ÷èñëî −a?
Çàäà÷à 29.4. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 24, à ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ 1 äåëèòñÿ íà 23. Ìî-

æåò ëè òàê áûòü?

Çàäà÷à 29.5. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëà 1270 è 1449 äàþò ïðè äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî a
îäèíàêîâûå îñòàòêè. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Çàäà÷à 29.6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî A ïðè äåëåíèè íà 2008 äàåò â îñòàòêå 179, è ïðè äåëåíèè íà

2009 äàåò â îñòàòêå 179. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 14.

Çàäà÷à 29.7. Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà m.

Ìîæåò ëè â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñòðåòèòüñÿ äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà? Òðè îäèíàêîâûõ?

Çàäà÷à 29.8. Öåëûå ÷èñëà a, b, c äàþò ïðè äåëåíèè íà 7 îñòàòêè 1, 4, 5 ñîîòâåòñòâåííî.

Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 7 ÷èñåë:1 à) a + b + c; á) 2a − 3b + 4c; â) bc; ã) c3; ä) an, ãäå

n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.2

Çàäà÷à 29.9. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà a1 è a2 ïðè äåëåíèè íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî b äàþò îñòàòêè
r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî

à) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1 + a2 íà b ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r1 + r2 íà b;
á) îñòàòîê îò äåëåíèÿ a1a2 íà b ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ r1r2 íà b.

Çàäà÷à 29.10. Íàéäèòå îñòàòêè îò äåëåíèÿ

à) 2006 · 2007 + 2008 · 2009 íà 6;

á) 7363 − 355 · 354 · 353 íà 7;

â) 99 + 919 + 929 íà 8.

Çàäà÷à 29.11. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü 13n ïðè äåëåíèè íà 12?

Çàäà÷à 29.12. Êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü 2n2 +11n+19 ïðè äåëåíèè íà n+4 â çàâèñèìîñòè
îò íàòóðàëüíîãî çíà÷åíèÿ n?
Çàäà÷à 29.13. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ n òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà n.
Çàäà÷à 29.14. Ïóñòü öåëûå ÷èñëà x, y, m, è n òàêîâû, ÷òî x ≡ m (mod b) è y ≡ n (mod b).
Äîêàæèòå, ÷òî

à) x + y ≡ m + n (mod b);
á) x− y ≡ m− n (mod b);
â) xy ≡ mn (mod b).
Äðóãèìè ñëîâàìè, äîêàæèòå, ÷òî ñðàâíåíèÿ ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è ïåðåìíîæàòü.

Çàäà÷à 29.15. Êàêèå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 3 ìîãóò äàâàòü à) öåëûå ÷èñëà; á) êâàäðàòû

öåëûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 29.16. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ ïÿòè öåëûõ ÷èñåë ìîæíî íàéòè òðè, ñóììà êîòîðûõ

äåëèòñÿ íà 3.

Çàäà÷à 29.17. à) Ñóùåñòâóþò ëè ÷åòûðå òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ÷òî ñóììà ëþáûõ òðåõ

èç íèõ åñòü ïðîñòîå ÷èñëî? á) Ñóùåñòâóþò ëè ïÿòü òàêèõ ÷èñåë?

1Ïîëüçîâàòüñÿ â ýòîé çàäà÷å òåîðåìîé 29.2 íåëüçÿ, ðåøàéòå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåíèÿ.
2Âîñïîëüçóéòåñü áèíîìîì Íüþòîíà.



Ëèñòîê �29 20.04.2010

Çàäà÷à 29.18. Ïóñòü ñóììà äâóõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà n, à îñòàòîê îò äåëåíèÿ îäíîãî èç ýòèõ

÷èñåë íà n ðàâåí r. ×òî ìîæíî ñêàçàòü îá îñòàòêàõ îò äåëåíèÿ à) âòîðîãî ÷èñëà íà n?
á) êâàäðàòîâ ýòèõ ÷èñåë íà n? â) êóáîâ ýòèõ ÷èñåë íà n?
Çàäà÷à 29.19. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 31 öåëîãî ÷èñëà íàéäóòñÿ äâà, êâàäðàòû êîòîðûõ äàþò

îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 60.

Çàäà÷à 29.20. Íàçîâåì ÷èñëî n óäîáíûì, åñëè n2+1 äåëèòñÿ íà 1000001. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
÷èñåë 1, 2, . . . , 1000000 ÷åòíîå ÷èñëî óäîáíûõ.

Çàäà÷à 29.21. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ (13 + 23 + . . . + n3) íà (n + 2).

Êðèòåðèè îöåíîê

¾5¿ ¾4¿ ¾3¿ ¾2¿

18 çàäà÷ 14 çàäà÷ 10 çàäà÷ 6 çàäà÷


